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Exercice 1

1) a) La sphere (S) est de centre O(0,0,0) et de rayon R = 2.
L’équation cartésienne d’une spheére de centre O(a, b, ¢) et de rayonyR est -

(z—a)* +(y—b)?+ (2 —c)* = B

Ici, on a :
a=0, b=0, c=0,"R=2
Donc :
(z—0)*+ (y — 0)*H(z 20)*= 22
D’ou :
x? +y? 4720 4,
Ainsi :

i+ P+ 22 =4,
b) Vérifions que A et B appartiennent a la'sphere (.5).
Pour A(0,0,2), on a :
o 4 =02+ 07+ 22 =0+0+4=4.
Donc :
A e (5).
Pour B(2,0,0), on a :

Tht Y+ =224+0"4+0"=4+0+0=14.

Donc :
B e (95).

Par conséquent :
A€ (S)et Be(9).

2) a) Le plan (OAB) passe par le centre O de la sphere (.59).

Or l'intersection d'une sphere avec un plan passant par son centre est un grand cercle.
Donc l'intersection du plan (OAB) avec la sphere (S) est un cercle de centre O et de
rayon égal au rayon de la sphere.
Ainsi :

L’intersection est un cercle de centre O et de rayon 2.
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b)

Le point [ est le milieu du segment [AB].

Donc :
I Ta+Tp Ya+Yp 24+ 2B
2 ’ 2 ’ 2 '
Ainsi :
7 04+2 0+0 240
2 7 2 7 2 ’
Donc :
I1(1,0,1).
On a
Of = (1,0,1)
et :
‘/@ = (zB — TA,YB — YA, 2B — ZA)'
Donc :

AB=(2-0,0-0,0—2) = (2,0, 9).

Calculons le produit scalaire :

Of AB=1x2+0%0+1x (>2).

Donc :
O - AB'= 2490 2 20
Ainsi :
Ol - AB=0.
On en déduit que :
(OI) L (AB).

Comme [ € (AB), alors-la distanice de O a la droite (AB) est :
d(O,(AB)) = OlI.

Calculons O~

Ol = /(1 —0)2+4 (0 —0)2+ (1 —0)2,

Donc™

OI=V1I24+ 02+ 12=VI+0+1=V2

Par conséquent :

d(0, (AB)) = V2.

On a:
A(0,0,2), B(2,0,0), M(0,m,0).
Donc :
AB = (2-0,0-0,0—2) = (2,0,-2),
et :

AM = (0—0,m — 0,0 — 2) = (0, m, —2).
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Calculons le produit vectoriel :

T A
ABAAM =17 0 m
Eo—2 —2

Alors :

ABNAM = (0% (—2) — (=2) x m)7 — (2 % (—2) — (=2) x 0) 7 + (2 x m — 0 x 0) k.

Donc :
— . . .
ABAAM = (0 +2m)i — (—4 — 0)] + (2m — O)K.
D’ou :
AB A AM = 2mi + 47 + 2mik.
Ainsi :

— . 5 N
AB A AM = 2mi + 47 + 2mkS

— . R -
b) Le vecteur : AB A AM = 2mi + 47 + 2mk est un veeteur normakau plan (ABM).

On peut prendre :
n = (m,2/m).

Le plan (ABM) passe par A(0,0,2). Son.équation est donc :
m(z — 0) + 2(y=0) + m(z —2) = 0.
Alors :
mx 42y +mz —2m = 0.

Donc :
(ABM Y==mhx + 2y +mz — 2m = 0.

¢) La distance du point @(04050)-au plan :
mx +2y+mz—2m =20

est dornnée par :
_m-04+2-04+m-0—2m|

d(O, (ABM)) NCEES

Donc :
| —2m|

Vm2 +4+m2

d(O,(ABM)) =

Ainsi : )
40, (ABM)) = —2mL_
2m?2 + 4

Par conséquent :

2lm
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4) Le plan (ABM) coupe la sphere (S) suivant un cercle (I',,) de rayon r.
On sait que :

r=+vR?—d?2.
Or :
R=2
et :
2|m|
VAt om?
Donc :
2
r=4/2%— (—2|m| ) .
V4 4+ 2m?2
Ainsi :
4m?
=4/4 - —.
" 4+ 2m?2

On réduit au méme dénominateur :

\/4(4 +2m?) — 4m?2
r= .

4 4+ 2m?2
Donc :
\/ 16 +8m?2 — 4m?>
7" g
4 + 2m?2
D’ou :

16 +4m?
rE\ ——.
4+ 2m?
4(4 +m?)
r=y .
2(2+m2?)

En factorisant :

Donc :
[2(4 4+ m?)
=4/ —>=.
2 + m?
Or :
2(44+m?) =22 +m?) + 4
Alors :
2(4 +m?) 4
=2
2 +m? 2 + m?
Ainsi :
2+ 1
T =
2 + m?
Comme :
m? > 0,
on a :
2+ m?>2.
Donc :
4
0< <2
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Alors : 4
2<2

+ S =

En passant a la racine :
4
V2 <y/2+ < 2.
2+ m?
Par conséquent :
V2 <r < 2.

Exercice 2

1) a)

On a:

a=1+ 21, b=1-2i.
Alors :

a+b=(1+2i)+ (1 —2iq).
Donc :

a+b=14+142i—2i =2
Ainsi :

a+db=2

Le point P est le milieu du segment [AB]. Donc somaffixe est :

_a+b

p= 5
Ainsi : 5

= - =1.

P=3
Donc :

p=1

Vérifions que a etyb sont, solutions de 1’équation :
22— 224+5=0.
Pour =0 =1+ 2¢, on a :

a® —2a+5=(1+2i)* —2(1 + 2i) + 5.

Or :
(1+2i)% =1+ 4i + 4i*.
Comme i? = —1, alors :
(14+2i)* =1+4i —4 = —3 + 4i.
Donc :
a® —2a+5= (=3 +4i) —2(1 + 2i) +5.
Ainsi :

a’ —2a+5=—-3+4i —2—4i+5.
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D’ou :
a® —2a+5=(-3—2+5)+ (4 —4i) = 0.

Donc :
a’> —2a+5=0.

Pour z=b=1—-2i,0n a:

b? —2b+5=(1—2i)* —2(1 — 2i) + 5.

Or:
(1—260)? =1 — 4i + 44>

Comme i? = —1, alors :

(1-2i)*=1—-4i—4=-3— 4.
Donc :

b> —2b+ 5= (=3 — 4i) — 2(1 — 2i)\R5.

Ainsi :

b —20+5=—3—4i22+ 4i+ 5
D’ou :

b —2b+5 = (—3 2% 5) F(—4i4 4i) = 0.

Donc :

b2 —2b+5=0.

Par conséquent :

a et b sont les §olitions de I'équation 2% — 22 +5 = 0.

2) a) On a
5
w=-—.
2
Calculons |w — al *
)
|w—a|:’——(1—|—2i).
2
Donc : . 5
|w—a]:‘§—1—2i:’§—22'
Ainsi :
3)° 9
—al=4/(2 o2 =/ 44
lw — al \/<2> +(—2) i
Donc :
V44 V42
Calculons |w — 0] :
)
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Donc :

Ainsi :

Calculons |w — ¢.

On a :
3(3+1i) 9+3i
c= = .
2 2
Alors :
5 94+ 3
lw—rc|=|z -
2 2
Donc :
w—c| = 5—9-3i| |—4-3i
2 N 2
Ainsi : ]
\w—0\=—!—4—3ll=5\/(—4)2+(—3)2
Donc :

1 1 5)
|W—C|:§\/16+ 25\/25:5

Par conséquent :

DO | Ot

lw— &= |w—bsfw —¢| =
b) Comme :
@ ~a] =lw = b = |w —cl,
alors le point €2 est équidistant=des points A, B et C.
Donc €2 est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Ainsi :
Q est g centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
3) a) Ona: o
L 3(1+i)
2
et : 3(3 4
_3B+9)
2
Donc : (14 3(3 4 i
L3040 3B+
2 2
Ainsi :
e 3+3i—9—3i
d—c= .
2
Donc : 6
d—c=—=-3
‘T

D’autre part :
a—b=(1+2i)—(1-—2).

7
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Donc :
a—b=14+2i—1+4 2¢ = 4.
Ainsi :
d—c =3
a—b  4i’
Or :
1 .
- = —1.
i
Donc :
-3 3 1——3(—i)—3i
4i 4 i 4 4
Par conséquent :
d—cig_
a—b 4"
b) On calcule :
3(1+1i
d—p=30ED o
2
Done - 3+ 3i 34 32\ 4i
d—p= 330 g AT B
2 2 2 2
Ainsi : ) , ,
d_b_3—|—32—2+4z__1+72
- 2 2
D’autre part :
3(3 +4
N Chal gt upny
2
Donc : : . .
9 +3¢ 1_ 9 9+3t 2 4
c—a= ~1—21= - == —
2 2
Ainsi : ‘ ‘ _
9+ —2—41 T—1
c—a= = .
2 2
Calculons (¢ — a)i%
( ) 7T—1
c—a)i= 7
2
Done= S
i —1
(c—a)i= 5
Comme 2 = —1, on obtient :
o Ti+1 147
(c—a)i= = :
2 2
Or : e
d—b— -1
2
Donc :
d—0b=(c—a)i.
Ainsi :

d—b=(c—a)e's.

8
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Par conséquent :

arg (f:g) - g [27].

Donc les droites (DB) et (AC) sont perpendiculaires.
Ainsi :
(DB) L (AC).
2
4) a) L’homothétie h est de centre C' et de rapport 3

Donc :

2
o= (s — o).
2 —c 3(2 c)
Ainsi :
z’—gz—gc—i—c
3 3 '
Donc :
z’—gz—l—lc
3
Or :
3(3+1) +3
c= = A g
2 2
Alors :
11 9_{_3
““pl2 72"
Donc :
1 3+
—c= ¥4
2
Par conséquent :
Z'—2z+3+1z'
737 2 27
Ainsi :
z/—gz+§+11
3 2 2
b) Comme G = h(Plet p =1, alors :
2 +3+1
I=3PTy Ty
Donc : 3
=—-xX14+ =+ =q.
g=gzxityty
Ainsi :
—g+—+—z
973
Réduisons :
2+3_4+9_13
3 2 6 6 6
Donc :
_13+1
I=% T3’
Ainsi :
13+
= — 4 —1
=%
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5) Montrons que les points 2, G et D sont alignés.

On calcule :
w—yg
w—d
On a:
w—§ —E+lz d—§+—z
Ty 9T g Ty T
Alors :
5 13+1
w—qg=—-——|—+ =1
97576 "2
Donc :
5 13 1
Ww—g=—- — — — — 1
g 6
1 1
Ww—qg=—-——i
973
D’autre part :
J 5 3+3
w—d=—-—[=+ =1
2 2 2
Donc : 3 3 3
—d: ————— :1——
“ 2 2. 32" 2’
Ainsi :
1 ol
w—g "3 2
VLD o
2
Réduisons les deux nombres :
N )2 3. 2-—238
_— = = - — =7 =
3 2 6 6 6
et :
i 3. 2 3 2—3i
— === — —f = )
2 2 2 2
Donc : ]
2—31
w—g9 6
w—d 2-3i"
2
Ainsi : .
w—g_2—3zx 2
w—d 6 2 —3i
Donc :
w—g 2 1
w—d 6 3
On obtient : W g
e R.
w—d

Donc les vecteurs lﬁ et lﬁ sont colinéaires.

Par conséquent :
Q, G et D sont alignés.

10
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Exercice 3 : Probabilités

1) a)

L’urne contient 6 boules. On tire simultanément deux boules.
Le nombre total de tirages possibles est :

C3 =15.
L’événement A : < les deux boules tirées portent le numéro 1 >.

Il y a 4 boules portant le numéro 1.
Donc le nombre de cas favorables est :

C3 = 6.
Ainsi : o 6 )
pay=&_6_2
(4) 062 15 5
Donc : 9
5)

L’événement B : < les deux boules tirées sont dedméme.couleur >.
On a 4 boules blanches et 2 boules noires.
Les cas favorables sont :

G +C3.
Donc : oy
_|_
P(B) = “4=——2.
C3
Ainsi : 641 .
pp =L
15 15
Donc : -
P(B) = —.
(B) 15

On calcule P(AN'B).

L’événement’ A MB signifie : les deux boules tirées portent le numéro 1 et sont de méme
couleur.

Parmisles boules portant le numéro 1, il y a 3 boules blanches et 1 boule noire.

Pour que les“deux boules soient de méme couleur et portent le numéro 1, il faut choisir
deux boules blanches parmi les 3 boules blanches portant le numéro 1.

Donc :
_ 3

P(ANB) = 2.
6

Ainsi :

D’autre part :

2 7
Donc :
P(A) x P(B) — 2
75
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Or :

1 15

Donc :
P(ANB) # P(A) x P(B).

Par conséquent :

Les événements A et B ne sont pas indépendants.

2) a) On répete 'expérience précédente trois fois successives.
La variable aléatoire X compte le nombre de réalisations de I’événement A.
On a :

P(A)z% et P(Z):1-P(A):1-§:§.

Calculons les probabilités :
Pour tout k£ € {0,1,2,3}, on a :

P(X = 0) = P(A)'x P(A) xP(A)
P(X:0)2§><§><§:2—7
5 N0”5 125
P(X = 1)—8.x P(A) x P(A) x P(A)
2°3 3 18 54
P(X—l)—3X5XgX5—3XE—E5

2 2 3 12 36
X —=3X —=—.
5 5 5 125 125

P(X =3)=P(A) x P(A) x P(A)
2 2 2 8
P X=3)=-X=-X—-=—.
(X =38) =g x5 x5= 15
On obtient le tableau suivant :
S 0 | 1] 2 |

3
27| 5[ 36| 8
125 1125 [ 125 | 125

b) Calculons l'espérance mathématique de X :

EX)=0xP(X=0)4+1xP(X=1)+2x P(X =2)+3x P(X =3).

Done - 97 54 36 8

12
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Ainsi : " - 94
E(X) = - — + —.
(X) +125+125~|_125
Donc : 150 6
EX)=—=-.
125 5
Par conséquent :
6
J
Probléeme
Partie I

1) a) D’apres le graphique, la courbe (C}) est située au-dessus de la eourbe (Chy) surl’intervalle
10, 4+-o0.

Donc, pour tout = €]0, 400, on a :

Ainsi :
Par conséquent :
b) On a :

et :
h(r) =2lnx — (Inx)?.

D’apres la question précédente :
g(x) — h(x) > 0.
Donc :
2’ — (2Inz — (Inz)?) > 0.

Ainsi :
22> 2Inz — (Inz)?

Comme z €]0,4o00[, alors :

2 > 0.

En divisant par 22, on obtient :

2Inz — (Inz)?
22

< 1.

Donc : )
2Inz — (Inz)?
2

<1, Vz€]0,+o0].

13
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2) a)

On considere :
H(z)=zlnz —z.

Calculons H'(x) :
H'(z) = (xlnz) — 2"

Or :
(zlnz) =2'Inx + z(lnz)".
Donc :
(xlnz) =1 -Inz+z-—.
T
Ainsi :
(rlnz) =Inz + 1.
Alors :
H(z)=Inz+1-1.
D’ou :

H'(z) =Inuz.

Donc H est une primitive de la fonction x +— In zesur 0, +oc]:

Par conséquent :
2

¢ 2
/ Inzdr =[x 1Ina— z]] .
1

Donc : )
/ Inzdz'= (e? In(e*)—€*) — (1In1 —1).
1
Or :
In(€*) =2 et Inl=0.
Alors : g
/ Inzdr = (2% —e*) — (0 —1).
1
Donc :
62
/ Inzde =e®+ 1.
1
Alnsi e )
/ Inzdr =e®+ 1.
J1
Calculons :

2

/1 " (na)da.

On utilise une intégration par parties.

On pose :
u=(Inz)> et v =1
Donc :
, 2nz
u = et v=u.
x

14
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Ainsi : 51

/(1113(;)2 dr = z(lnz)? — /w "7 .

x
Donc :
/(ln z)?dr = z(lnx)* — 2/lnxdx.
Or :
/lnxdm =zlnz —x.

Alors :

/(lnm)2 dr = z(lnz)? — 2(rlnx — ).
Donc :

/(ln z)?dz = r(Inx)® — 2xlnx + 27.

Par conséquent :
2

/1 (Inz)*dr = [z(lnz)® — 2zlnx + 2¢] (;2 .

Pour z = €2, on a :
e?(In(e?))? — 2e*n(e* )t 2e%.

Donc :
€?(2)? — 2e%(2) + 22 =de*s 4e” + 2¢* = 26>

Pour x =1, on a :

I(In1)?-2:1901+2-1=0-0+2=2,

Donc : ,

/ (Inz)? dr = 2¢* — 2.
1

Ainsi :

¢) Om résout I’équation :
Or :
Donc :

On factorise :
Inz(2 —Inz) = 0.

Ainsi :
Inz=0 ou 2—Inz=0.

Donc :
Inz=0 ou Inz=2.

15
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d) L’aire demandée est 'aire située entre la courbe (C},), 'axe des abscisses et les droites
r=1etxz=c
Sur l'intervalle [1,¢€%], on a :
h(x) > 0.
Donc :
62
A= / h(z) dx.
1
Ainsi :
62
A= / (2Inz — (Inz)?) dz.
1
Donc :
e? e?
A= 2/ Inzdr — / (In 2)*dx.
1 1
D’apres les résultats précédents :
62
/ Inzdr=el+1
1
et :
62
/ (In2)? dr = 2¢* — 2.
1
Alors :
A=2(e*+1) — (22 - 2).
Donc :
A=2e*+2—2e* +2.
Ainsi :
A=4
Par conséquent :
A=4.
Partie 11
On considere la fonction numérique f définie sur |0, +oo[ par :
In z)?
flz)=2x— (Inz) :
x

Alors :

xr=1 ou z=¢€%

Les points d’intersection de (C},) avec I'axe des abscisses sont donc :

(1,0) et (¢%,0).

16
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1) a) Calculons :

I
On a: 0 )2
nx
fla)=o -
Donc : (1 )2
nx
l =1 —
Or :
lim =0
z—0t
et :
Iim Inz = —o0
z—07t
Donc :
lim (Inz)? = +o00
r—0+
Et comme :
lim z = 074
z—0t
alors : | 4
lim (In) = +00
z—0+ X

Par conséquent :

x40t
Interprétation géométrique :
Comme :
lim f(zx) = —o0
it f() = —oc,

alors la droite d’équation a==0-est une asymptote verticale a la courbe (CY).
Ainsi :
Iy= 0 est une asymptote verticale a (Cy).

b) Montrons que :

l 2
i 25 g,
Tr—400 €T
Posons :
t=+z.
Donc :
x =t
Lorsque :
T — +00,
on a:
t — +o0
Alors : | ) (22
t
lim (nx) = lim (n( ))
T—r—400 T t—+o00 12

17
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Donc : | ) L py?
i B2 g, Y
xr——+00 T t——+o0 t2
Ainsi : | ) Al p)?
t
lim (In2 = lim (Int)
T—+00 €T t——4o00 12
Donc : )
Inz)? Int
lim - =4 lim (L>
xr——+00 €T t——+o0 t
Or: i
lim L 0
t—+oo
Alors : | )
o 2 e,
T—+00 X
Donc : | )
i 2 )
xr—r—+00 €T
Par conséquent :
_ In
lim —
T—+00 Xz
Maintenant calculons :
L)
On a : 0 )2
nx
(s —
Donc : | )
lim f(x)= lim <x_(nx))
ZT—>400 xr——+00 €T
Or :
lim z =400
xr—>+00
et : | )
i 22 g,
Tr—r—+00 €T
Alors :
xgrfoof@) = 400 — 0.
Donc :

Par conséquent :
lim f(z)= +o0.

T—+00

18
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c)

On a :
- (Inx)?
fla) - =2 -
Donc : (In2)?
nx
fla) -z = -
D’apres la question précédente :
2
i 22

Alors :
lim (f(x)—x)=0.

T—r+00

Donc la droite d’équation y = x est une asymptote oblique a la courbe (C) au yoisinage

de 4o0.
Ainsi :
y = x est une asymptote oblique a (C}) au voisihage de§# co.
Calculons f'(x).
On a :

Donc, pour tout x €]0, +o00] :

Calculons :

On a:

Par conséquent :
2Inz — (Inx)?

T2

Ainsi : . (In2)?
nzr — (Inz
flay=1- z? '

D’apres la Partie I, on a pour tout x €]0, +o0] :

2Inz — (Inz)?

xr2

Donc :
2Inx — (Inz)?

1 - 5 > 0.

_ 2Inz— (Inz)?

f/<$):1 2

T

19
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Ainsi :
f(x) >0, Vax€]0,+o0|.
Donc f est strictement croissante sur |0, +00.

Par conséquent :
[ est strictement croissante sur |0, 4+00.

3) a) La fonction f est continue sur ]0, +ool, car elle est composée de fonctions continues sur
cet intervalle.
D’apres la question précédente, f est strictement croissante sur |0, +o0o].

De plus :
lim f(z) =—o0

z—07F
et :
lim f(z) = +o0.

Tr—+00
Donc, 0 €] — 00, +00]
Ainsi :

L’équation f(x) = 0 admet une solution unique E]0, 4-00].

b) Calculons f(e™1).

On a: o )2
nzx
fla) = o 5
Donc : 2
_ (Infe™"))
P = < 2
Or :
Infe”!) = —1
Alors : ( 1)2
fleH=et— e
Donc : ]
f(€71> = 671 — ;
Or :
1
eTl = €.
Ainsi :
flety=et—e
Comme :
el < e,
alors :
fle™) <0
D’autre part :
L (In1)?
Donc : )
fy=1-%=1
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Ainsi :
f(1) >0
Donc d’apres TVI, on obtient :
el<a<l.
Montrons maintenant que :
Ina =—a
Comme :
fla) =0,
alors : a2
o — (Ina) = 0.
Q
Donc : | )
o= (Ina) .
«

En multipliant par o > 0, on obtient :

o = (In ).

Donc :
[Inal = a.
Or :
e ! < o<,
donc :
O< a< 1.
Ainsi :
Ina < 0.
Par conséquent :
|Ina| = —Ina.
Donc :
—lna = a.
Ainsi :
Ina = —a.
Pour tout = €0, 4+o00[, on a :
B (Inz)?
fla) = o= 52
Donc : (1 )2
nx
fla) = x-S
Ainsi : 0 )2
nx
fla) -z = -
Or :
(Inz)* >0
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et :

Donc :

Ainsi :

Donc :

Par conséquent :

Ainsi :

f(z) <z, Vz €]0,+o0].

Calculons 'équation de la tangente (1) a la courbe (C}) au peint d"abscisse 1.

On a:

Donc :

D’autre part :

Ainsi :

Donc :

T2

2Iln1 — (In1)?
l—-—
12
0-0

L’équation de'la-tangente au point d’abscisse 1 est :

Donc :

Ainsi :

Par conséquent :

y=rM)@=1)+f(1).

y=1(z—-1)+1
y=xr—1+1=uz.

(T): y==.

22
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4) a) Soit ¢ la restriction de f a l'intervalle ]0, 1].

Comme f est continue et strictement croissante sur |0, +ool, alors ¢ est continue et

strictement croissante sur |0, 1].

De plus :
1 =1l =—
2 #L) = i, Jw) = oo
et :
p(1)=f(1)=1
Donc :
(]0,1]) =] — o0, 1].
Par conséquent, ¢ admet une fonction réciproque ¢! définie sur J.
Donc :
J =] —00,1] et ! existe sur J.
b) On sait que :
fla)=0.
Comme ¢ est la restriction de f a]0,1], et comme a.€le™,1[,'on a :
p(a) =0,
Donc :
¢ /0= a.
D’apres la formule de dérivation d’une fométion réciproque :
1
(O = >
NEIERI0)
Donc : 1
~1y\/
¢ )(0) =
0= S
Or :
¢'(@) = f'(a)
Ainsi : )
—1y/
p)(0) =
0 = 57
Calculonsyf’ ().
On a : o1 (In 2)?
nr— (Inx
f/<l’> = 41— 72
Donc : 01 (0’
na— (Ina
fla)y=1- 20
Or :
Ina = —a.
Alors :
2Ina = 2(—a) = —2a,
et :

(Ina)? = (—a)? = o’

23
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Donc :
2Ina — (Ina)? = —2a — o,
Ainsi : ) )
20—«
flla)=1- o
Donc : )
200 + «
fla) =1+ 28
Alors : ) )
o«
flla)=1 2t
Donc :
ffla)=1+=+1.
o
Ainsi : i
!
=2+ —.
fila) =2+ -

En réduisant :
B 20 + 2 B 2+ 2a

!/
fllo) = =12 AL
Donc : )
(™ )0)= 5o
Ainsi : J
—1y/
0) = .
7)) 5
Par conséquent :
(o }(0) = 5.
2+ 2«

c¢) La courbe de la fonction réciproque ¢! est la symétrique de la courbe de ¢ par rapport
a la droite d’équation :
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Partie 111

On considere la suite (u,) définie par : ug = e et : u,11 = f(u,), Vné€N.

1) Montrons par récurrence que :
1<wu,, VneN.

Initialisation :
Pour n =10, on a :
uyg =e > 1.

Donc :

1< Ugp-
Hérédité :
Supposons que :

1 < uy,.

Comme f est strictement croissante sur ]0, +oof, alors :

F(1) < f(un).

Or :
f)=1
Donc :
1 </f(uy).
Mais :
Unt1 = [(Un),
Ainsi :

I Up+1-

Par récurrence :
1 <u, VneN.
2) a) Etudions la monotonie dedasuite (u,).
On a, pour tout n €N :
Up1 — Un = f(un) — Up-
Or, d’apres la Partie II :
flx) <z, Vax€]0,+o0].

Comme :
Uy > 1,

alors :

u, €0, 400/
Donc :

f(un> < Uy,

Ainsi :

Upy1 — Uy <0
D’ou :

Un+1 S Up, -

Par conséquent :
(uy,) est décroissante.

25



Réalisé par Youssef SEMHI Contact 0644127117 / 0708875223

b) Puisque la suite (u,,) est décroissante et minorée par 1, alors elle est convergente.

Soit :
(= lim u,.
n—-+oo
Comme :
1 < uy,,
alors :
?>1.

D’apres la proposition sur les suites de la forme :

Unp+1 = f(un)a

et puisque f est continue sur |0, +ool, la limite ¢ vérifie :

On a :

Comme ¢ > 1, alors :

Ainsi :

lim u, = 1.
n—-+400
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